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数学解析法在岩石

三维有限应变测量中的应用

吴乃爵 李福佩
(浙江工学院) (浙江大学 )

提 要 本文讨论数学解析法应用于岩石三维有限应变测量的原理
,

并按实际工作程序
,

详尽地介

绍了工作方法
.

此法在浙西南龙泉县的查田应变测量计算中取得了较好效果
。

关健词 误差界 肖维勒法则 相容 正交试验法 雅可比法

八十年代以来
,

电脑在我国地质科学中的应用
,

强有力地推动了地质科学的发展
。

一方面

它使地质科学从各个方面步入
“

量化
” ,

另一方面它促进了物理学
、

数学及其它学科与地质科学

的渗透
。

本文介绍了如何用电脑处理岩石的应变测量数据及其原理
。

一
、

间题的提出及其数学模式的建立

为了研究岩石的应变
,

人们往往通过测量岩石中具有表征其应变特征的褶皱构造
、

变形化

石
、

鲡粒形态
、

变形岩脉等等来求算应变椭球体的主轴方位及大小
。

所以研究岩石的三维应

变
,

其数学实质就是求解应变岩石的椭球方程
。

已知椭球的空间曲面方程为
:

D IX Z

+ D
ZY Z

+ D 3Z Z
+ D 4X Y十 D SX Z + D 6Y Z = l

将 x
、

Y
、

z 坐标变为实测的 E
、

N
、

v 地理坐标
,

则椭球方程变为
:

D IE Z

十D
ZN Z + D sV Z

+ D ; EN + D SE V 十D6 N V = 1

若将坐标原点设在椭球心
,

过椭球心有三个互不平行的平面
,

将椭球截为三个椭园面
,

每

个椭园长短轴的正方向在椭球面上有两个交点
,

则三个椭园的长短轴在椭球面上有六个点
,

若

六个皆为野外测量的 已知点
,

就可以得到一组六元联立方程而求出 D l

~ D 。六个系数
,

从而唯

一地确定了欲求解的椭球方程
。

椭球方程一经确定
,

其三个应变轴的方位及大小也就被唯一地

确定了
。

但野外应变测量中
,

所测量的截面往往并不通过椭球心
,

所以必须进行以下的数学演译
:

1
、

已知椭球体的任意截面是个椭园
,

沿着该椭园法线方向上的任一截面
,

其椭园的形态是

相同的
,

它们都具有相同的长短轴比率
。
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2
、

让所测量的三个椭园截面沿着截面的法线方向平移至球心
。

由于测量过程不可避免地

存在着误差
,

我们可利用概率统计与随机过程的数学处理方法 (正交试验法 )
,

对长短轴的比例

(Mi一 Ji / Ki )及侧伏角 (顺)进行适当的调整
,

使三个截面的测量数据相对于同一椭球能彼此相

容
,

从而得出调整后的三组参数
。

所谓相容
,

即三个椭园必需是 同一椭球过球心的三个截面
。

若将三个截面沿其相互之间的

交线展开至同一平面
,

如图1
。

图 1 各截面之间的相容条件

F ig
.

1 C o m 因tibl e
co

n diti o n for ea 比
se c tlon

则应有
:

X 1 2
= X 2 1

X i 3
= X 3 1

X 2 3
= X 3 2

其中X1
2

和X Z ,

分别是截面l和截面 2中与两截面

交线平行的椭园直径 (通常不是椭园主轴 )
,

其余类

推
。

鉴于人为地将三个截面沿法线方向平移至球

心
,

这就使三个椭园截面的边界处于椭球的不同层

面上
。

欲使之处于椭球面上
,

必需令某截面 (如取第

一个截面 )的短轴为 l
,

并用这个短轴来规格化其他

截面的长短轴
。

再将截面 2及截面 3的长短轴分别乘

以不同的 比例系数 p 及 q
,

使之放大 (或缩小 )到第

一截面的椭球层面上
。

这样调整后
,

三个截面的边界 皆落到同一椭球面上
,

必然有下列关系
:

X 1 2
= PX Z -

X i3
= qX 3 1

PX 2 3
= qX 32

这就是所谓使三个椭园面相对于同一椭球体彼此相容
。

消去 p
、

q
,

并平方之
,

可得到

(

瓷
)

·

(

碧
, 一

黯一
(·应等于零 ,

(l )

上述各量的通式等于
:

X久-

—
l一 (1一 石丁万 )吃c os 〔一如+ ta n

川月
-

一 :

行
丁
井掣鉴一丁一

一典早业一
)〕}

2

sln 气甲‘
一叭 )扭n U , ta n L甲、

一叭 )

口

(2 )

式中各量可参看图2
。

其中
:

M ,一J, / K , ,

为长短轴的比率

屯 ~ 9 00 一椭园长轴的侧伏角

0j 或 氏
:

椭园截面的倾角

中,
或 巾k

一 9 伊一椭园截面的倾向

(j= 1
,

2
,

3 ; k = l
,

2
,

3 )

鉴于测量不可避免地存在着误差
,

所以
e笋O

。

从求算 x 盖的公式可看出
,

其中 M j
与中

J

对误
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差的贡献最大
,

所以必须对 M j及冲j
进行

调整
,

使
e
~

o ,

而确定出 xj
k

的大小
,

进而求

出 p
、
q

,

最后得到符合相容条件的三组 J j
、

K
J 、

M
」
(j= 1

,

2
,

3
。

它 们分别是三个截面的

长短轴及轴长 比率 )
、

叭
、

仇
、

晰
。

至此
,

对野

外测量数据的调整方告完成
。

3
、

调整测量数据
,

使之彼此相容—
求解

e
~

o
时的 xj

、 :

由于 X盖一 f(M j 、晰
、

电
、

电
,
氏

、

0J)
,

从公

式 (2 )可见它是个超越方程
。

欲求
e
~

。
时

的 X孟
,

显然没有唯一解
。

为了使计算简化
,

在六个变 量中我们仅调整 其中的关键量

M j
及中

j ,

并通过正 交试验 法求量佳 的 Mj

及冲
」 。

让 M
」
= M

』
士△M j; 冲

J

一冲j士△冲
, ,

即

在 M
,

一△M ,一喊 + △M j
及冲

J

一△劝
,

一如
J

+ △冲j 区间各取七个试验点
,

于是列出49

次正交计算表 (表2)
。

通过这 49 组数据的正交运算
,

可求出

侧嗽面」
一 K

/\
�卜

气七‘,!l以U
、、J

E 二 甲

图 2 不同坐标系之间的关系

F ig
.

2 R e la t ion of d iffe re nt e
oo

rd ln a

tes

49 组中
e
值最小的那一最佳组合来

。

但正交运算中的 M』
及小

j
的区间如何确定呢 ?

4
、

M j
及冲

j
误差界 (△M j

与△中
J )的求算

:

M
J

一 J j/ K j ,

在野外测量时
,

对相 同倾向
、

相同侧伏角的椭园截面应尽量多地测 出它们的

M
J 。

l) 若测量次数为
n ,

则 M j 的数学期望值

丽j一 艺M
J

/n
j= l

2) 求算它的标准误差

⋯
-

{万奥
3) 依 肖维勒法则剔除测量值中的粗差

:

若 }M
j一丽j

}> 。
n a ,

则该测量值应予剔除
。

其中。
。

的取值依测量次数
n 而定

,

其关系如表 1 :

nnnnn 333 444 555 666 777 888 999 1 000 l lll 1 222 l333 1 444 l 555 2 000 2 555 3 000 4 000 5 000 1 0 000

叭叭
...

1
.

3 222 1
.

5333 1
.

6 555 1
.

7 333 1
.

SCCC1
.

SCCC1
.

9 222 1
。

g eee 2
.

OCCC2
.

0 222 2
。

0 777 2
。

I CCC2
.

1 222 2
.

2 444 2
。

3 333
.

2
。

3分分2
.

4 999 2
.

5 888 2
.

8 1
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表2

T a ble Z

正交试验计算表

O川th 呢加al a d 侧面舫。。

试试验号号 M
111
M

222 M 333 呻lll 讥讥 讥讥 试验号号 M --- M 222 M 333 咖咖 讥讥 妮妮 试验号号 M 111 M 222 M ,, 哈,, 妮妮 如如

lllll 111 lll 444 BBB 222 555 1 888 444 333 777 333 555 777 3 555 777 555 333 222 333 666

22222 222 lll 777 lll 333 lll l999 555 333 333 666 111 333 3 666 lll 666 333 777 444 lll

33333 333 lll 333 444 777 777 2 000 666 333 666 111 444 666 3 777 222 666 666 222 222 777

44444 444 lll 666 555 666 333 2 lll 777 333 111 444 222 222 3 888 333 666 lll 333 333 333

55555 555 lll 111 777 555 666 2 222 lll 444 111 111 111 777 3 999 444 666 忍忍 666 777 666

66666 666 111 222 222 lll 222 2 333 222 444 222 444 444 333 4 000 555 666 555 lll 666 222

77777 777 111 555 333 444 444 2 444 333 444 555 555 222 666 4 111 666 666 444 444 555 444

88888 lll 222 555 222 555 333 2 555 444 444 444 777 333 222 4 222 777 666 777 555 111 555

99999 222 222 444 333 111 666 2 666 555 444 777 222 777 444 4 333 111 777 777 444 666 666

lll000 333 222 777 666 444 222 2 777 666 444 333 333 666 555 4 444 222 777 333 555 555 222

lll111 444 222 333 lll 222 444 2 888 777 444 666 666 555 lll 4 555 333 777 666 777 lll 444

111 222 555 222 666 444 333 555 2 999 111 555 666 333 777 222 4 666 444 777 lll 222 444 555

lll 333 666 222 lll 555 777 111 3 000 222 555 111 666 666 444 4 777 555 777 222 333 222 111

111 444 777 222 222 777 666 777 3111 333 555 222 111 555 555 4 888 666 777 555 666 333 777

lll555 111 333 222 555 333 444 3 222 444 555 555 444 lll lll 4 999 777 777 444 111 777 333

lll 666 222 333 555 777 777 555 3 333 555 555 444 555 444 77777777777777777

111 777 333 333 444 222 666 111
、

3 444 666 555 777 777 222 33333333333333333

4) 以3a 作为它的极限误差 (又称误差界 )
,

则分别求出了3、与3%的误差界
。

则 M j
及 电正

交试验的区间
:

△M j= 3阮j

△屯一 3阮

5
、

为使
。
值进一步收敛

,

再以 0
.

61 8法缩小搜索范围
,

进一步求 M ,
与 电的最佳组合

:

第一次正交试验在 M j士△M j
及 屯士△晰区间进行

,

所求出的
e

值若未收敛到预先期望的

微小值(如 s x 1 o一
3
)

,

则可用第一次正交运算得到的最佳组合 M ;和 嗬为基础
,

以 0
.

6 18 优选法

进行再一次正交试验
,

即以 喊士 (0
.

6 18 )△M
j
与 瞩士 (0

.

6 1 8) △屯为第二次正交试验的区间
。

总之
,

皆以前一次的最佳组合为基础
,

并让区间缩小0
.

6 18 倍
。

如此一次次地正交试验与优选法

交替使用下去
,

一般经过三个轮回
,

即可使
e
值收敛到较满意的结果

。

6
、

求 p
、

q 及其误差
:

依最佳组合求算其 x 孟
,

从而得到
:
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P一X , :

/ X Z , ; q = X
, 3

/ X
3 ,

其相对误差为
:

!p (x
2 3
)一 q (X 3 : ) I/ 〔Ip (X

2 3
) 1+ lq (X

s :
) l〕/ 2

7
、

求调整后的 J .
,

K . ,

M
。,

电
,

e , ,

中
; ,

并将其变换为 E
、

N
、

V 自然坐标
:

处理后的三组数据为
:

J ; ~ M飞
, K I

~ 1
,

Ml
,

中
; , 8 ; ,

冲飞

J Z = M妥‘ P
, K Z

= P
,

M玉
,

中
: , 8 : ,

冲玉

J 3 = M3 二 q
,

K 3一 q ,

M3
, 中: , 9 : ,

中从

鉴于对每个截面的测量皆以该截面的椭园中心建立 J
、

K
、

v 相对坐标系
,

故必须将它们皆

统一到 E
、

N
、

v 地理坐标系中来
。

坐标系的关系见表3 ,

可依立体几何的关系导出
,

并依表 3进行

坐标变换
。

表3 坐标系关系变换表

T ab le 3 R OI. “~ of C . 瀚 d 截. 拒 粉. ”全。n 价川加n

EEEEEEE NNN VVV

JJJJJ 倒倒 C n jjj C vjjj

KKKKK C e KKK C n KKK C v KKK

LLLLL 〔笼LLL C n LLL C vLLL

C :

两坐标轴之间夹角的方向余弦

C e」~ 众履子叹次动
。

伪

Cnj 一众动
· 别疏必

.

co

Cvj - 一翻劲口
.

痴叻

Ce k - 一仪动叹次动

Cn k ~ 一‘欢刃嘀豌必

Cv k ~ 吕动口
·

痴叻

Ce l一 吕翻口叹笼活必

Cn l一吕如口
。&眺中

咖叻

瘫叻

.

椒动一
吕眺必叹赶呻

·

俪护十
。”中叹欢砂

C v l一‘之撼心

(坐标变换计算如
: E ~ JC e j+ K O k + Lc e l ,

余类推
。

)

8
、

求应变椭球面方程
:

经坐标转换后
,

长短轴的端点必然落在椭球面上
,

三个截面的长短轴正方向就有六个点在

椭球面上
。

这六个点分别为
:

瓦
l , N J一, V J I

玖
一 , N 二1 , v ‘1



4 2 第五卷 第四期 地质找矿论丛

玛
2 ,

NJ
Z , V J Z

E K Z ,

N K Z ,

V K Z

瓦3 ,

N J。 ,

V J 3

EK
3 , N K 3 , V K 3

它们皆满足椭球面方程
:

D IE Z

+ D : N Z
+ D 3 V Z

+ D oE N + D
SE V + D 6N V ~ l (3 )

以上六个点可建立六个方程
,

则可依高斯消去法解出 D ,

一D 6

六个未知数
,

从而唯一地求

出应变椭球方程
。

9
、

求应变椭球体的三主轴方向及大小
:

鉴于公式 (3) 并非标准的椭球方程
,

欲求解此非标准形式的椭球方程的三个主轴的大小及

方位
,

从数学上来说有许多途径
。

笔者在对比了诸多方法后认为采用雅可比求特征向量的方法

最为简便
,

可以同时求出三主轴的大小及它们与各坐标轴的方向余弦
,

从而可进一步确定各主

轴的倾角及空间方位
。

二
、

程序设计框图

上述计算方法如下列框图(图3) 所示
,

采用 B as ic 语言编程序在计算机实现
。

并以浙西南龙

泉县的查田应变测量的实际数据作检验
。

现将按不同的输入方式得出的6种解的主要计算结果

列于表 4
。

T ab】e 4

表4 龙泉县查田应变测里计算结果

C目eu la ti o n of 翻ra in m 曰皿. u匡e lr le n 扭 at Ch . tian
,

L 用gq u 叨
x ia n

\\\
、

樱鳗鳗
主轴倾角角 主轴方位角角 岩体压缩量量

输输入方式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式式 (% )))AAAAAAA BBB CCC AAA BBB CCCCC

lllll 33
.

8 7
000

一 8
.

4 9
000

2 0
.

2 3
000

3 1 0
,

8
000

2 3 9
.

8
000

3 3 3
.

6
000

9 4
.

3 222

22222 3 3
.

3 2
。。 一

1 1
.

3 6
000

2 2
.

0 8
000

6
.

1
。。

2 5 4
.

1
000

3 3 8
.

1
““

9 6
.

7 222

33333 一 1 8
.

2 7
000

3 3
.

0 6
000

1 9
.

4 5
000

2 3 3
.

6
000

2 8 5
.

1
““

3 3 2
.

3
000

9 6
.

3 333

44444 一 1 8
.

5 5
000

3 2
.

9 1
000

2 0
.

0 1
000

2 3 3
.

7
000

2 8 6
.

0
000

3 3 3
.

0
000

9 5
.

4 777

55555 一 1
.

8 8
000

3 3
.

8 7
000

2 1
.

3 1
000

2 4 5
.

6
000

3 3 1
.

5
000

3 3 6
。

4
000

9 0
.

6 555

66666 一 1 7
.

5 9
000

3 3
.

1 4
000

1 9
.

6
000

2 3 4
.

3
000

2 8 7
.

2
000

3 3 2
.

7
000

9 6
.

222

取上表六组主压应变方位的数学期望值为2 70
.

60
,

而实地测量该区片理的倾向为 2 7 00
,

可

以说宏观与微观测量计算结果是十分一致的
。
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.

应用 4 3

数数组说明 M (3
.

7 )
,
K (3

.

7 )
,

A (4 9 )
.

X (3
.

3)
,
Y (1 4 9 )

,
Z (149 )

,

W (3
.

3)))

斌斌值J(A )
,

K( ^ )
.
H (^ )

一
0 (^ )

,

亡 (^ )
,
E (A )))

将将各组的H (A )士△H( A )及 E (人 ) 士△ E (A 》各分为七个试验值值

进进行49 次正交试验计算
,

求出相应的x (J
.

K )及人 (N )))

求求A (l )一 ^ (4 9 )中的最小值 ^ (I)))

以以 ^ 。I )相应的 H (A ) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

EEE( A 值确定搜素区区区 得A (I)时的最佳组合J (^ )
,

K (^ )
,

H (^ )
,

G (, 、)
,

C (A )
,

E (A )))

间间
:
H (A )土 ( 0

.

6 18 )))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))

八八T 关△ H (A )及 EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

(((A ) 土 (0
.

6 1 8 )八T 关关关 求满足相容条件时的调整比例值 P及 qqq

△△ E (A ) 并将之各分分分分

为为七个试验值值值值

规规格化三个截面的长短轴
,

并依 P 及 q 调整其大小小

将将三个椭园截面的长短轴座标系变换到统一的 E
、

N
.

v 坐坐

标标系得六组 E
、

N
、

v 值值

以以高斯消去法求椭园面方程的 D
:
一 D

‘

六个参数数

以以Ja。 。 bi 法求解三主轴的大小及它们与 E
、

N
、

v 坐标的方向余弦弦

打打印A
.

B
、

c 三主轴
,

并求出它们的倾角及方位角角

图3 程序设计框图

F ig
.

3 Fr a m e d ia g r am o f Pr o g r a m

二丁 奋士飞有 霉五

一
、 二口 闭队 卜口

本文讨论的数学解析法在岩石三维应变测量中的应用并在浙西南的地质调查及科研工作

中得以检验
,

并取得 了令人满意的结果
。

但需说明一点
,

从公式 (2) 可知
,

林是一组超越方程
。

故欲求 e
~

0 时的 x 基不可能有唯一解
,

这就使得进一步求算三主轴的大小及方位也出现了多
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解
。

因此若将经过统计预处理后的数据输入电脑时
,

只要改变输入的顺序 (令三组编号为 1
,

2
,

3
,

若改变为 l
,

3
,

2输入 )
,

其结果即有差异
。

但三组参数仅有六种不同的输入方式而得出六种结

果
。

这六种结果必然形成某一变化区间
,

解释时可根据宏观及微观的地质资料加以判别而选择

出其中的最佳解
。

但将计算结果求算上述六组数据的数学期望值
,

是另一种可资选择的方法
。

上述的浙西南龙泉县的查田应变测量计算结果采用此法就取得了较好的效果
。
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